Kuyruk Teorisi(Y. L.)

9. Hafta
M/M /c Sistemi ve Analizi

Sistemin Tanimi

Bu sistem sonsuz musteri kaynakli Poisson gelis akimli ¢ kanaldan olusmus her bir
kanaldaki musterinin hizmet sureleri tstel dagihima uymaktadir. Sistem ilk gelene ilk hizmet
disiplini ile calisir. Misteri sisteme geldiginde kanallarin tiimi de doluysa hizmet almak icin
bekleme hattina girer.

M /M /c igin Ergodiklik Sarti

X;, t aninda sisteme gelen miisteri sayisi olmak (iizere

Pn = lim,_,, P(X; = n) limiti varsave bulimitp, > 0,Y " o P =1

kosulu saglanirsa p,,’e ‘ergodik dagihm gosterir denir. Kabul edelim ki ergodiklik kosulu
saglaniyor. Buna goére p, olasiliginin bulunmasi gerekir, bunun i¢cin de dogum &lim
parametrelerinin bulunmasi gerekir.

Sistemin parametrelerinin(gostergelerinin) bulunmasi

A, Birim zamanda sisteme gelen ortalama miusteri sayisini gosterir.

W, Birim zamanda her bir kanaldaki hizmet suresidir

cu , Birim zamanda sistemden hizmet alan ortalama musteri sayisini gosterir.

Sistem gelen musterilerin hepsine hizmet verileceginden M/M/c sisteminde (4/cu) < 1

kosulunun saglanmasi gerekir. Yani sistemde hicbir zaman sonsuz sayida misteri olmaz.
Buna ergodiklik kosulu denir.

i) Dogum parametrelerinin bulunmasi:

Pppi1(h) = P(Xepn =n+1/X, =n)
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V n igin A, =4 bulunur.

ii) Oliim parametresinin bulunmasi

Pn,n—l(h) - Pn,n—l(o)
h

Un = Qppn-1 = p’n,n—l(o) = Ll_r)r(l)

eger herhangi bir anda n tane musteri varsa h sliresinde bir musterinin hizmet almasi

olasiligi ya da bir kanalin bosalmasi ve h siiresinde musteri gelmeme olasiligi P,, ;1 (h) dir.
Py n—1(h)'in bulunmasi :

a) n < cise sistemde bekleme yoktur(misteri sayisi en fazla kanal sayisina esittir).

Pn,n—l(h) = P(Xh = O)P(.uh =1)

Bir kanalin bosalmasi olasiligi 1 — e™#r = p, bosalmamasi olasiligi e ™ #» = q dir. n kanaldan

birisinin bosalmasi ya da hizmetin tamamlanmasi (71’) sayida olacagindan

P(un = 1) = () (1 = ettty
Bu esitligin her ikiyani P(X;, = 0) ile carpilirsa

Prns () = ne (1 — e~#1)! (e #1)"" + o (h)
h — 0 icin

ne (1 — e=#n)1 (e #n)""1 + o(h)
h
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=n(-A—-—u(n—-1)+21) =nu
Sonug¢ olarak n<c¢ igin w, =nu elde edilir.
b) n > c icin (tim kanallar dolu ise) herhangi bir kanaldan ayrilis olcak
Pn,n—l(h) =P(Xy = O)P(Hh =1)
ifadesi dikkate alinarak u, = cu bulunur.
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Pn = 0,po oldugu dolum-6lim sirecinden elde edilmisti,

Ao Ayy

0. =
T e Uy

n <c i¢gin 6, =?

An An 1 ( A)”
U

n

- 1u2u ... nu - unn! Y

alindiginda
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bulunur. p, = 6,p, esitliginde 6,, yerine yazilirsa p, = %p”po elde edilir.
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Bdylece sistemde herhangi bir anda n tane musteri olmasi olasiligi olan p,, elde edilmis olur.
Musteri kanallar dolu oldugu zaman bekleme hattinin bosalmasini bekler , hizmet aldiktan
sonra sistemi terk eder.

W (W = 0) herhangi bir misterinin kuyrukta bekleme siresi olsun. Misteri sisteme
geldiginde tim kanallar doludur. Bu raslanti degiskeninin P(W =0) olasiligini
hesaplayalim.Bu olasilik strekli raslanti degiskenler icin sifirdir. X sistemdeki misteri sayisi
olmak Uzere Sisteme gelen musterinin sistemde beklemesi icin X in enaz ¢ olmasi gerekir

(§<1).
P(W=0)=1-P(W > 0)

P(W >0) = P(X = ¢) = Xp=c P(X = n) = XqnicPn

(Burada W siirekli degildir)

W nin dagilim fonksiyonunu bulursak
PW<t)=1—P(W =>1t),
t <0 ise F(t) =0 olur.
t >0 igcin P(W = t) asagidaki gibi elde edilir.
Bu olasiligl bulmak igin tam olasilik formuliinden faydalanalim.

PWz=t)=Y3PW=t/X=n)P(X =n) (1)

X =n oldugunda W = X1+ Xy + -+ X,,_c41 olur . X4,X5" ler ayni dagilima sahip bagimsiz
tesadifi degiskenleridir. Her bir X; ¢ kanaldan en az birinin bosalmasina kadar gegen siredir. W’nin
dagilim fonksiyonunu bulmak igin X;’lerin herhangi birisinin dagilim fonksiyonunu bulmak yeterlidir.

Farz edelim Xy, X,,.., X_c41'ler bagimsiz ve her biri 4 parametreli stel dagilima
sahiptir. U = X; + X, + -+ X, lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,
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bicimindedir( Poisson siirecinin 7. Ozelliginden )

W’nin yogunluk fonksiyonunda n —c + 1 tane tesadifi degiskenin toplami dikkate

alindigindan ve n > c igin u’niin yerine cu alindiginda
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W’nin dagilim fonksiyonu bulundu. $imdi X,'nun beklenen degerini bulalim.
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X4, bekleme hattindaki musteri sayisi olarak tanimlaniyor.
Performans Olgiileri

1) Kuyruktaki ortalama miisteri sayisi (L)

E(X,=n—c) =1,

n-—c

E(Xg=n—c) = Zp(n—opc(2)

ifadesinde (n — ¢) = u alindiginda

= Pe D=0 U (P)u
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bulunur.

2) Sistemdeki ortalama misteri sayisi(L)

c+1
p

L=Lq+p =z Potr
L=AW
3) Bir miigterinin kuyrukta ortalama bekleme siiresi ( W)
iki bicimde bulunabilir.
1) Little formiline gore
Lq

W=~
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2) W rastlanti degiskenin dagilim fonksiyonun kuyrugundan yararlanarak,

Ft)=PW<t)=1—-P(W =1t)

W, =EW = ["(1-F()dt = [["P(W < t)dt

_ [®_CHPc ,—(cu-2)
fo - dt

__CHPe
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C
D = %po W, 'da yerine yazilirsa

B up©
W = (cu — A)?(c — 1)!p0

4) Bir miigterinin sistemde ortalama bekleme siiresi( I/;)
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